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Abstract 

In some times queuing process does not found solution and so not 
reach to steady state. If not use transient solution. This case happen 
when the queuing system is work for short time, arrival and service 
rates are fluctuation with time and service station is work 
intermittently. In this research we study the transient behavior for one 
of phase distributions which is exponential distribution; the square 
coefficient of variation to this distribution is equal to one. That is the 
customer will complete one phase in arrival station and one phase in 
service station. The case that we assume it is inter arrival and 
service times are exponentially distributed, single service station, 
finite system capacity, and infinite population capacity. After that we 
generate differential equation for this system and we solved this 
equation by using Rung- Kutta order 4 method, and so obtain on the 
transient solution and steady state solution. 
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��� �� (3-1)��	���������������(Queuing System)��
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-3.1.1!��������"#����Arrival Process 
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�2���������������()����
������.���	
-��%��'��

����3��G��EF�5����.��/�����������������!�����5�����������(���2
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�����' ��������!��(������!�����5��;#��

�C�������� $�(Probability density function�9�PDF: ( ��������� $����%�(������*.��!��

�����������'&���������� $����(������������������-�4���������-���(Poisson)��������!�.��#��"��

�������������(6���������
�����' ���!?��(��t1,t2,…..,tn,tn+1����!)�#��tn+1>tn…...>t2>t1>0�/�!��

(tn+1-tn)!��(��������!���!�(����*���n+1�!��(����n/��
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� �(3-2)�%������� ������&��� ������Service System With Single 

Server��
3.1.4   ��'	������$	����System capacity��
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����Population Size��
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3.1.6�����	���������'	��Queue Discipline��

������'���4�������3��$��	�3��!������-�!��� ���!�#����!?��(���
�
 �������	���������&

����$� ����)�<�����-�
�
 �����#�!�.�����
���K��

• FCFS(first come first service)M�$���	
���$��������!�/ 

• LCFS(last come first service)�M$���	
�������������!�/ 

• SIRO(service in random order)�M��.�������
����	�3���

�?���-/ 

• GD(general discipline)�M����	��%������3��$��4�5���	�3�

97G-���*G*����$� ���!����� �;������/:��
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3.3����������	��)���������Phase Distributions 

3.3.1�����������

����������!��(�!�������������������>�)(Interarrival-Time)���
������>�)��(Service 

Time)���?���-�����D����"�(Random Variables)��2

 ��!�.��!��!.�����!�����

������ ����(��!�%��/��

 �#���7�5���2�&������������������ $����%�(�����!��P���������?���%�������D�����J������� ��4����

���$����(��������$�(Exponential Distribution)���������D�����7#��J������!��"�

�������*.������
�<��'�!-�!�.����?���%����������� $���(p.d.f)��$����(��������/���4�%����	����1�#.

��������(�����4G��$�����%���!������"����� ���'��������-������G��!��1�#��7G-)�������
�������� ��

BG�$(Laplace Transform)/���

3.4����	��)�����*���+����������� Phase Type Distributions��

��������-�4�%����2�&5���7#�������!��
 ����������������2��*.��	
���������"������������'�����%�(���

�"��3��$��4�5����3�����$����(����������/��

3.4.1�I���,����(�)����Exponential Distribution�������

������ $����(�����!�.��1�#�����������$��������!��(�!�������������������>�)�4����

���$����(������4��%����������������������>�6��?���%���0�������4����	
��������

���)�����������

A(t)��
!?��(���!����������������������>�6������ $����(����/��+ �����#���A(t)�

�(������C��(����;��������%�(���P(���M��

B(t)��
��
������>�6������ $����(����/��+ �����#����B(t)�;��������%�(���P(����

�(������C��(���M��

m �3��$��	�3�����
��������>�

-���

N��	�3�����>�'��

P����������	� ��

QD����3��$��	�3��C�
�����;#�����
����	�3��P����
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������.��#Q�λ�������������������� $������*.������
�!���!��������!?��(���
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%����(p.d.f)�����>���

�������$R��D������!�.�����������K��

0,)( >= −
teta

tλλ  

�!�����
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��3.4.2I�,����(�)�����'�	��� Parameters Of Exponential Distribution��
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�����-��� ��BG�$���� �����
���G��!�����������������K��

            
λ

λ

+
=

s
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3.56�!	������!����2�������Transition Rate Matrix��
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��3�6����&��$��� �������.��������3��$��Markovian Queuing System�:����4�%����"
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3.5.2�������	������( )GDNmCC Lk ///// ∞��

������3����� ��=������ �D����� ��-� 4�%���� 	���� 2�&5��� 7#� ��

( )GDNmCC Lk ///// ∞� ��
�-�"�9K=L=1�:!��;��"��������
��������������(���
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-�� ��$�� ��(����

�

%���;������������

���S�����=�5����G��!����3��$�����3���N#����A�=������4��%��!.�����!��K��

����������(a)�K���J?�������!�5����	���
���!?��(��������!���?���%�/��

���������(b)�K��

 ����@���������	� �!�.�(Infinite)�/���



���������(c)�K���������������+� ��"����%�����&��0� ������!��(�!������������������>������-�+
 ��
>

���-�0�������>��;)�������3����(t) ���7#��!���"'�&��
 ���!��(���-�;�� ���

���!��(�!������������������>������&���!��!�.������M�K�����������������'$��!��"���

��!��+� K��

{ }
( ) )23(,

,,:1,:,: 11

−∆=

−∆+

tkn

tkCnttkCnP

λ

����8��)�2���%���)��/���'��������� $��!)�9��9n:���������	��3��������!�
�������!?��(���!��:��!)�;)

�������'���!��!��(���N���k)�:������������2
������G�����3��$��	�3������C�����"���������' ����

�����(��( )ttt ∆+,��"�P(A)�/�( ) ( ){ } ttnttnP ∆=−∆+ λ:1��

tAP ∆= λ)(��

(d)�  ��(���� $� C��� #�"� ���%�� ���&��0� �+
 �� �' �� �.�� ��
���� ����-�!�

�!)�2
 ������' �����7#���
�����' ��!��"�
 ���!R����
 ���!��(�!���*.��	
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( ) )33...(............................................................)(,

,:,1,:: 11

−=∆=

+∆+

BPtjn

tkCnttkCnP

µ

�����8��)�2���%���)/���������'���!��(���2�
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�����.��
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�����G��	�3����C��
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���( )ttt ∆+,���P(B)/���

���.���93-5�:�������� $����(����������!�.����3�������3�����-�!���������������������������>�$�����

������$����(�����!�%������
������>���9n�:���
��������>�!�/��

��
��
��
 

 
 

����

 



 

3.6�����3333�����!	3333������!�3333���2���3333��4&�3333������	3333��

�	�����( )GDNmMM ///// ∞��

Model State and Transition Rate Matrix for Queuing System      

 ( )GDNmMM ///// ∞���

����!��N#���6���$� �!�����$��<��'�!-���5���!.�K��

{ }tkCnSi

SSi

,:: 1=

∈
���������������������������������������������������������������

�����������������5��&67��

����S�7!�.����������3��$��4��N#���$���.������$� ����-������K 

��{ }nstate.,,.........2,1=
 

�������n state �7�$� �����.���

%����8��

�� n              �KA� ��

-�#�T�����������3��������!�
�������!?��(���

-��/ 

Nn ≤≤0 

����������������N�7���3��$��	�3���>�'��*��/��

����������������jC
�7�������!?��(���

-��*���������'��.����!�
���������
�9�������	�����!�#���!?��(���

-��*�����

B5���	���
����
���' ���.������'6��!��

%��/:��

�����������������K�K�*����'$��

-����������' �����2
������/��

��������������������L��K��
�����' �����2
����������'6��

-��*��/��

����	�������-�9"#��������:�;������������5�<�&�'���=��	�����������4&��+���	����#��

���>���	�)��� ���!? 7��



��+���������79�������)��� �� �7������
�������' ��

-�!�.���� �������(�������7#�	
����

C�5��	�3�����>�'�����������3��$�����3���(m=N) /�����

)43.....(..............................
0

1
−�

�

	


�

�
= 

=

−+
m

n

nL

nCKnstate

��

	��	@���������������7����3��	@�����)��� ��7����3��$�����3����>�'�!�.���� �������(�������7#�	
����

"���5�����3�������
������' ��

-�!����.�(N>m)/��

)53.........()(
0

11
−�

�

	


�

�
−+= 

=

−+−+
m

n

mL

m

nL

n CmNCKnstate

��

	@�	@��������������7����@�	@�����)��� ���7��������������
�������' ��

-�!�.���� �������(�������7#�	
����

����3��$�����3���"���5�����3������>�'�!����.����3��$(m>N)8���

)63........(....................
0

1
−�

�

	


�

�
= 

=

−+
N

n

nL

nCKnstate��

3.7�����	������!�"�����Transient Solution ���

��������� �!.���$���3��$��4�5������-�!�� 6��H%��������3�������&��$����� ���������

����&��$��� ���<��'�!-�$����3��$�9Transient Solution�:����
�-�+
 ����� ���7#��"

�!�.�K��

• �������2���>�����(�2
�����%����3��$�����3��/��

• ��>���������#�#�����
�������������$
%�/��

• ��'&����.�����%����
�����' ��9intermittently /�:���

�,����������	
����

����������



�&��$���
%�����5���
�������5�.���-�4�%���4���0�������#������#���3��$������3�����

�"� 2
�
 �� 	�3���� �>�'� !�.�� ��
�-� ��
���� ��>���� ������� ������� ��>�$� ��$�� ��(����

��=������	�����������3��$�����3��������������������N������� ��
�&���2�&5������/.��

4.1����	������������!	������!����2�������������

���.���-�4�%����
%����������3��$��	�3��N#���)��$� �

-�0�� ���5������$
�%�����G��!��� =����

���2�&5�����93.6:���#����	����7�2�&5������������&��$���
%�����5���
�������5�.�!�����TRM����	��3���

��3��$��GDMM //15/1// ∞/���������!��7#����3��$�����3������H��5��+� �

��������������!��(�!�������������������>��������
%�����$����(�������20=λ����C�
����C���'�2
 ��

���������
%�����$����(������������
������>����"��-��������22=µ����������>�

-"�C-��������7
 ��

�C�
���m=1�2

 ��	�3�����>�'�"��
��2��>�N=15�2
�
 ����@����������>�'���/��

���
%�����5���	� �!�����������.�2
�-�!�.����&��$����
�����������'6��

%���*T������5�����	� ����#��

�����������������	��3������
������' ��

%���*T���1�#.��"���
�����)���������' �����!��(���������������

��������������������$
��%����!�������.�

-�
���������;
������5�����!��	� ����#�!���	*�!��	�3�����>�'�

�����
�����#����=�5�������6��������������0��������������D�����5�����	� �!�.����&��'��������*�����"�

������������������

�%������������������
���������������' �����!��(��������������������'$��

-���;��

(K=L=1)���������������!��������"���$����(�����!�%������
������>��������������������>����%�(���!$�

���4G��$�����%����%����������������

%�������;�����!�.����$����(���������������'$��

-�!���1�#��"�

�

%��������������!�.�����
�������������' ���/����

�����������������2
��-)�!���
��-���.�	�>�������� �!�.��!��0�����&��$���
%�����5�����

��5��������;��������5����/��

����������

-�!�.���	�3�����#�����&��$���
%�����5���
�����
�-������N#���$���$� 916�:

������������&��$���
%�����5�������$�&��$��

-�"���� 946�:���������=�5�����$
�%����

-���)�"�C��&���

���������	�3���������������6�����
�����#9���:������������&��$���
�%�����5���,�������.��
%�"���
�%�

����������G �� ���$
�%����7#�!���	�3�������������$
%��������.����U�����&��'�	�
��������

-I����.

�%���������������#(Runge-Kutta Order 4)�����
�&���	��3�������&��$����� �������������

	�3��������������������/���

�������������������	��3�����#������������&��$���
%�����5���
�����������!)�0�����������'������)

��6�.K��



�9�����%�� ���7������$� �

-�0�� �������
�%�����G��!�"���3��$��	�3��N#���������������6�.��

K��

�
�

	


�

�
−+= 

=

−+−+
m

n

mL

m

nL

n
CmNCKnstate

0

11
)(��

    �
�

	


�

�
−+= 

=

−+−+
1

0

11

1

1
)115(*1

n

LnL

n CCnstate 

            [ ] 161*)14(11*1 =++=�����	@��� %�� ��7�����
��,������$� ��� !���

	�3��������&��$���

���
�94-1:�3��������&��$���$� ����3��$����GDMM //15/1// ∞��

state n q C K 

0 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

2 

0 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

7 

8 

9 

3 

4 

5 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

1 

��������     ���
 



%�� ���@�	@���� 7�!�� ��� � �.�� !��(����$�&���� ����� 3 G�� ������ 	�3���� ��&��$�� �
%�� ���5��� ,���

� ���
&�� ��&�����$
%��� ���5������$� ),( µλ�������� !�� �&����� ����� ��� ���0� � "�

!��(���"���

%�� ����������7
%����&��$�� �
%�� ���5��� ,���� ���.����� ���3��7G-�� ��3��$"�	�&����$
�%���� � �

7#�� �!����.�"���5������G��!������-���� ���	����������=�5������G��!��	����$
�%���

� �D���+ ����� 7
-)�U�����(Visual Basic)U�������� �#�� "�������������������0�� �� 	�&�

��3��$�����3����7G-��/��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

��

''��(4-1)��*������-��3��$�����3���∞//15/1// GDMM��

��3��$�����3��������������=�5�����$
�%������∞//15/1// GDMM    �	�������

�����
���
�>����3�������&��$���
%�����5����G��!������-���� ��/ 

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()(
)(

432

3

321

2

21

1

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptp
dt

tdp

µµλλ

µµλλ

µλ

++−=

++−=

+−=

 



)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

121110

11

11109

10

1098

9

987

8

876

7

765

6

654

5

543

4

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

µµλλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

++−=

++−=

++−=

++−=

++−=

++−=

++−=

++−=

 

             

)()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

)()()()(
)(

1615
16

161514
15

151413
14

141312
13

131211
12

tptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

tptptp
dt

tdp

µλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

µµλλ

−=

++−=

++−=

++−=

++−=

�

4.2������������	��!�"����

 ����������������$
��%���������.�������
���
�>���3��$�����3������&��$���
%�����5���
��������.��
%�

������������������������������0� ��"���&��$���
%�����5���������������$��C��
�����#����=�5���

�������	��>�����
���G��!����3��$�����3���),( µλ������J���U�������������=�5�����$
�%�����

�CD���C����.��+ �����	�>(Visual Basic)"�������'����!��!�%��

%����%��U���������#�!���

(Steps)�������������������3����������(���2
�������D��	����#�"���&��$����� ��������3���������!)�����

����
&��( )t∆��V2�'���.������������'����7#�!��+� ��!�������������3��������������(�2
��;)�
�-�

���&��$����� ����/���
�������A=�����.��94-2�:/��

�
 



���
�94-2�:���&��$����� ���� ��
Probability Step 500 Step 1000 Step 2000 Step 2500 step 2600 

P0 0.1562313 0.2031005 0.17672676 0.11619693 0.11619693 

P1 0.1402657 0.1679715 0.14724969 0.10563357 0.10563357 

P2 0.1242488 0.1377056 0.12266758 9.60E-02 9.60E-02 

P3 0.1085039 0.1117873 0.10216931 8.73E-02 8.73E-02 

P4 9.34E-02 0.0897737 8.51E-02 7.94E-02 7.94E-02 

P5 7.91E-02 7.13E-02 7.08E-02 7.21E-02 7.21E-02 

P6 6.60E-02 5.59E-02 5.90E-02 6.56E-02 6.56E-02 

P7 5.42E-02 4.33E-02 4.91E-02 5.96E-02 5.96E-02 

P8 4.38E-02 3.31E-02 4.08E-02 5.42E-02 5.42E-02 

P9 3.50E-02 2.50E-02 3.40E-02 4.93E-02 4.92E-02 

P10 2.76E-02 1.87E-02 2.83E-02 4.48E-02 4.48E-02 

P11 2.16E-02 1.39E-02 2.35E-02 4.07E-02 4.07E-02 

P12 1.69E-02 1.03E-02 1.96E-02 3.70E-02 3.70E-02 

P13 1.33E-02 7.69E-03 1.63E-02 3.37E-02 3.37E-02 

P14 1.08E-02 5.85E-03 1.36E-02 3.06E-02 3.06E-02 

P15 9.22E-03 4.62E-03 1.13E-02 2.78E-02 2.78E-02 
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Probability Numerics 

Solution 

Analytics 

Solution 

Absolute 

Difference  

P0 0.116196 0.116198 2E-06 

P1 0.105633 0.105634 1E-06 

P2 0.096031 0.096031 0 

P3 0.087301 0.087301 0 

P4 0.079463 0.079364 9.9E-05 

P5 0.072149 0.072149 0 

P6 0.065655 0.06559 6.5E-05 

P7 0.059662 0.059627 3.5E-05 

P8 0.054227 0.054207 2E-05 

P9 0.049278 0.049279 1E-06 

P10 0.044899 0.044799 0.0001 

P11 0.040772 0.040726 4.6E-05 

P12 0.037002 0.037024 2.2E-05 

P13 0.033758 0.033658 0.0001 

P14 0.030698 0.030598 1E-04 

P15 0.027816 0.027816 0 
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	������Conclusions��
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